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1 Einleitung

In diesem Laborversuch wird die Bewegung eines kippenden Besenstiels untersucht. Der kippende
Besenstiel ldasst sich mit einem invertiertem Pendel vergleichen, welches bei kleinen Auslenkungen
bereits den stabilen Zustand verlédsst und zu kippen beginnt. Dieses Phénomen l&sst sich bei der
Besenjonglage, bzw. den Versuch einen langen Stab auf den Fingern zu jonglieren beobachten.

Wir untersuchen hierbei den Einfluss der Lénge [, der Masse m und des Anfangswinkels ¢.
AuBlerdem wird der zeitliche Verlauf der Kippbewegung untersucht und beschrieben. Hierraus
sollen sich physikalische Erkenntnisse fiir die Besen-Jonglage ergeben.

2 Herleitung der Bewegungsgleichung

Im Folgenden wird die Bewegungsgleichung des kippenden Besenstiels hergeleitet, um sich einen
besseren Uberblick iiber die einzelnen beteiligten Parameter zu ermoglichen. Hierbei wird die
Luftreibung vernachléssigt. Ferner wird die Bewegung des Massenmittelpunkts betrachtet, also
der Punkt h = é

Der kippende Besenstiel (bzw. Stab) beschreibt eine Rotationsbewegung um einen festen
Bodenbezugspunkt, die durch die Schwerkraft hervorgerufen wird. Fiir das Tragheitsmoment
eines diinnen Stabs bei Rotation um eine Querachse durch ein Ende gilt: I = %mlz. %

Fiir die Energie des Besenstiels bei einer Auslenkung von ¢ = 0 gilt :

l

EG€8(¢ = 0) = Epot(¢ = 0) = mgh = mgﬁ

Bei einer Auslenkung um ¢ gilt:

EGes(gb) = ERot(gb) + EPot(¢)a wobei:

Bnu(6) = 316% = gmi’3? und Epy() = smalcos(s).

= Eges(9) = %ml%z + %mglcos(qﬁ)

Aus Energieerhaltung folgt:

AEces dEg, dEp, 1 e 1 -
= —Ges _ “Rot | " Pl gml2¢¢ - Emglqbsm(qb)

dt dt dt
3
I sin(¢) =

= ¢ = —Zsin

21

0

Somit ergibt sich als Bewegungsgleichung;:

O) e 2L

¢(t> = 72 39

Die Bewegung des kippenden Stabs héngt also bei Vernachléssigen der Luftreibung nicht mehr
von der Masse m ab.


Paul Kaebert
Note
Hier wär ne kurze Quellenangabe schön, oder ne kurze Herleitung.

(zumindest den Steinerschen Satz solltet ihr erwähnen)

Paul Kaebert
Note
Schön hergeleitet!
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3 Numerisches Lésen der Bewegungsgleichung

Die Losung dieser Differentialgleichung ist analytisch nicht méglich, denn sie fithrt auf numerisch
zu 16sende elliptische Integrale.

Die numerische Losung lasst sich durch eine Iteration erméglichen:

b(t) = sin(o(t)) — d(t+ At) = d(t) + Ad(t) = ot + At) = () + Ato(t + At) — ..

72

Die Idee hinter dem Verfahren steckt darin, infinitesimal kleine Tangenten der ersten und
zweiten Ableitung iiber die Zeitschritte zu integrieren. Der Punkt nach dem ersten Zeitschritt
ist dabei der Ausgangspunkt fiir den néchsten Zeitschritt. So kann durch die zweite Ableitung
auf die erste Ableitung und somit auf die Funktion ¢(¢) geschlossen werden. Fiir klein gew&hlte
Zeitschritte kann somit hinreichend genau die Funktion bestimmt werden.

Wir fiithren diese Iteration mit Mathematica durch. Hierbei erweist sich ein Module als niitzlich,
in dem Anfangsauslenkung ¢,, Anfangswinkelgeschwindigkeit ¢, die Zeitschritte At und die
Linge des Stabes [ als lokale Variable gespeichert werden, und anschliefend die Iteration durch
eine While-Schleife durchgefiihrt wird. Die While-Schleife fithrt die Iteration so lange durch, bis
ein Wert ¢(t) > 7 erreicht ist.

ni):= Iteration[startg , startdg_, timestep_, length_] i=
Module[{q&@ = startg, d¢o = startdg, delta = timestep, 1 = length},

2
T = — %

3 9.81

3 time = 03

Fis
whi'l.e[qw <

ddg = m;
T
d¢ = d¢o + delta » ddo;
¢ = $0 + delta «de;
30 = @3
d¢d = de;
time += delta

|

time]

nz)- ListPlot[Table[{i, Iteration[i, 8, 8.61, 1.45]}, {i, 0.01, 1.57, 0.81}]]
1.5},
10 s

Out[2]=

0.5F

0.5 1.0 1.5

Abb. 1: Numerische Iteration der Fallzeit des Besens in Mathematica
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Per ListPlot kénnen die berechneten Werte der Iteration graphisch dargestellt werden. Wir
wéhlen als Beispiel eine Stabldnge von | = 1.45m und einen Startwinkel von ¢y, = 0.25rad.

Dabei ist auf der Y-Achse die Fallzeit T und auf der X-Achse die Anfangsauslenkung ¢q. Die
Messwerte entsprechen den Werten aus dem Diagramm in dem gegebenem Material (R. Scholz,

2020, S.2). =

4 Beschleunigung eines Massepunktes an der Stabspitze

Im Folgenden wollen wir die Beschleunigung einer frei fallenden Punktmasse mit dem eines
Massepunktes an einer Stabspitze vergleichen.

Fiir eine frei fallende Masse unter dem Einfluss der Erdbeschleunigung gilt: apy = g.

Fiir einen Massepunkt an der Stabspitze muss die Winkelbeschleunigung betrachtet werden:

; i _ sinlo(t)

anp = ¢(t) -l = o(t) = 2 -l

Fiir die Beschleunigung beim Auftreffen auf die Erde folgt:

- T sin(%) 3 T, 3
aMP:¢(§)l: 7_22 .l:—g.szn(—):—g

Ein Massepunkt am Ende einer Stabspitze féllt also mit einer grofleren Beschleunigung zur Erde
als ein frei fallender Massepunkt. @

5 Versuch - der kippende Besenstiel

Aufbau:

Mit einem groflen Geodreieck wurden in 2,5° Abstdnden Linien auf ein Din A3 Blatt gezeichnet.
Dieses A3 Papier wurde an eine plane senkrechte Oberflache (Schrank) fixiert, wodurch die
Anfangsauslenkung des Besenstiels in 2,5° Abstdnden gemessen werden konnte. Der Besenstiel
wurde auf einen flachen Teppich gestellt, wodurch er bei der Fallbewegung nicht (oder kaum)
gerutscht ist. Die Lénge des Besenstiels war hierbei variierbar, wodurch fiir m = 350g = const.
die Lénge [ variiert werden konnte. Hierbei wurde [; = 106cm und l; = 140, 3cm gewéhlt.

Durchfiihrung/Messung:

Der Stab wurde jeweils mit einem Anfangswinkel 2,5° < ¢y < 452 in 2, 5°-Schritten fallen
gelassen und die Fallzeit T;(¢g) gemessen. Hierbei wurden fiir jed nfangswinkel ¢, fiinf
Messdaten aufgenommen. Die Fallzeit wurde mithilfe der akustischen Stoppuhr der App PhyPhox
gemessen. Gleichzeitig zum Fallenlassen des Stabes wurde "Los” gesagt, wodurch die akustische
Stoppuhr aktiviert wurde. Durch das Knallen des aufprallenden Besens wurde die akustische
Stoppuhr wieder gestoppt.


Paul Kaebert
Note
Sehr schön und einfach gelöst. Ihr wisst wohl schon, was ihr da macht!

Paul Kaebert
Note
Genau!

Paul Kaebert
Highlight

Paul Kaebert
Note
wieso nicht noch flacher? ihr könntet doch auch bis ~80° probieren
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6 Messunsicherheiten

Winkelmessung: Fiir groffle Stablangen léasst sich der Winkel genauer bestimmen, da die
Bogenmaflldnge fiir groflere Radien zunimmt. Das Polarpapier haben wir allerdings durch
Verldangern der Gradlinien eines Geodreiecks auf ein A3-Papier erstellt. Hierdurch ist sicherlich
ein hoher Fehler entstanden. Wir schitzen die Ungenauigkeit auf u(¢y) = 2°.

Aufbaubedingt: Durch den Aufbau ergibt sich eine weitere Messunsicherheit. Durch das
Fallenlassen des Stabs aus der Hand ist die Anfangswinkelgeschwindigkeit ¢y # 0. Allerdings
schétzen wir diese Messunsicherheit als gering ein.

Zeitmessung: Bei der Zeitmessung liegen zwei Faktoren fiir die systematische Unsicherheit vor.
Einmal die Schrecksekunde beim Loslassen des Stabs u(Tsepreck) = 0,065s und die Ungenauigkeit
durch die endliche Schallgeschwindigkeit. Die Unsicherheit durch die Schallgeschwindigkeit
v = 3437 ergibt sich durch den Abstand des Aufprallpunkts zur Stoppuhr s = 1m = W(Tschan) =
22 = 0,0006s. Reflektionen des Schalls an Wénden miissen wir dabei nicht betrachten, da die
Stoppuhr so kalibriert wurde, dass sie mindestens 0, 1s detektieren soll. Insgesamt ergibt sich
also: u(Tges) = 0,07s.

Ferner liegen bei der Zeitmessung auch statistische Messunsicherheiten vor. Die statistische
Messunsicherheit liegt in einem Bereich von 0,03 < o < 0, 15.

Die Gesamtmessunsicherheit ergibt sich durch: u(T) = \/u(Tges)? + 02.

7 Ergebnis

Auftragen der Fallzeiten T fiir die jeweiligen Anfangsauslenkungen ¢, ergibt:

Fallzeit T des Besenstiels bei verschiedenen Anfangsauslenkungen @,
1,24

*Messung Besen |=106,1cm

TRy

0,2

=

T[s]
o
T

Po [°]

Abb. 2: Messung fiir den Besenstiel der Lange [ = 106, lcm


Paul Kaebert
Note
Wie habt ihr eure Schrecksekunde "kalibriert" ?

Paul Kaebert
Highlight

Paul Kaebert
Note
Es wäre schön, eure Messwerte einmal nur mit den entsprechenden Standardfehlern zu sehen. (Das ist die Standardabweichung/Wurzel(N))



Dann könnt ihr daran argumentieren, dass diese Streuung nicht allein durch eine statistische Streuung kommt, sondern noch konstante, systematische Fehler in der Betrachtung fehlen. 



So wirkt es, als ob ihr eure Schrecksekunde so groß gewählt habt, dass die Fehlerbalken passen.  
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Fallzeit T des Besenstiels bei verschiedenen Anfangsauslenkungen @,
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| R
+++++

o2+
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o []

T[s]
(=}

Abb. 3: Messung fiir den Besenstiel der Lénge [ = 140, 3cm

Wie zu erkennen ist, beschreiben die Messwerte eine anndhernd hyperbolische Funktion. Die
Fallzeit T" nimmt zuerst bei geringer Anfangsauslenkung ¢y schnell ab und flacht bei grofieren
Anfangsauslenkungen ab. Anders als bei der numerischen Annéherung geht die Funktion nicht
erst im Grenzfall ¢y — oo gegen 0, sondern immer bei 5. Zudem féllt auf, dass die Fallzeit des
Besens trotz zuséatzlicher Luftreibung geringer ist, als die numerisch bestimmte Fallzeit. Die
Ursache hierfiir konnten zum einen die nicht betrachtete Anfangswinkelgeschwindigkeit ¢(O) sein
oder die nicht homogene Masse des Besenstiels. Durch eine nicht homogene Masse verschiebt
sich der Massenschwerpunkt und das Trégheitsmoment dndert sich.

Im Bezug auf die Besen-Jonglage ldsst sich erkennen, dass fiir jede gemessene Anfangsauslenkung
die Fallzeit bei dem léngeren Besenstiel grofler ist, als bei dem kiirzerem. Es empfiehlt also bei
der Jonglage eines Besens einen ldngeren Stab zu verwenden.

8 Versuch 2 - Einfluss der Luftreibungsflache auf die Fallzeit

Um die Fallzeit in Abhéngigkeit der Luftreibungsfliche zu untersuchen, wurden an den Stab
bei einer Lénge von [ = 1,403m zwischen 0 und 4 DinA4 Bléitter befestigt. Dabei wurde der
Stab bei einem Startwinkel von ¢y = 22,5° erst fiinf mal ohne einer weiteren Reibungsfliche
und dann mit einer bis vier weiteren Reibungsflichen von je A = 0,0625m? fallen gelassen. Die
gemessenen Werte lassen sich in der Tabelle im Anhang wiederfinden. Die Versuchsdurchfithrung
und die Messunsicherheiten sind analog zu Versuch 1.

Graphisches Darstellen der erhaltenen Messwerte ergibt:


Paul Kaebert
Highlight

Paul Kaebert
Note
Eure numerische lösung geht für phi->

Pi/2 = 90° gegen 0. 

Habt ihr evtl Pi/2 und 45° durcheinandergebracht?

90° (Pi/2) entspricht dem auf dem boden liegenden stab
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Fallzeit des Besens bei verschiedenen Flachen A

0.8
| e T
7| —Lineare Regression mit R?=0,9899
0,75+
0.7
2065 /
= 1
06
0,55
015 ] Tyttt Tt T
-0,05 0 0,05 0.1 0,15 0,2 0,25 0,3
A (m?
Abb. 4: Messung fiir den Besenstiel bei Variation der Reibungsflache g]

Es lasst sich erkennen, dass die Punkte annéhernd einen linearen Zusammenhang zeigen. Die
lineare Regression bestiitigt diese Beobachtung und liefert eine Genauigkeit von R? = 0, 9899.
Somit kénnen wir folgern, dass die Falldauer T proportional zur Reibungsfliche A zunimmt
(T" < A). Dies liasst anhand der Formel fiir die Luftreibung erklaren. Diese lautet Frp =
% - Acy + pruge - v?. Hier ist sichtbar, dass die Reibungskraft proportional zu A ist. Somit bestétigt
das erhaltende Ergebnis die Erwartung.

Im Bezug auf die Besen-Jonglage sollte also ein Besenstiel mit méglichst grofler Reibungsfliche
(insofern es bei Besenstielen signifikante Unterschiede gibt) gewihlt werden.

9 Fazit

Der Versuch ergab, dass die Fallzeit des kippenden Besenstiels abhéngig ist von der Stablénge [,
der Anfangsauslenkung ¢y und der Luftreibungsfliche A. Je hoher die Stablinge und je geringer
die Anfangsauslenkung des Besenstiels, desto grofler ist die Fallzeit. Der Einfluss der Luftreibung
ergab einen nahezu linearen Einfluss auf die zusatzliche Fallzeit.

Somit ergibt sich als abschlieSendes Fazit fiir die Besenjonglage, dass ein moglichst langer
Besenstiel mit einer moglichst groflen Luftreibungsfliche gewéhlt werden sollte, damit das
Jonglieren leichter gelingt.


Paul Kaebert
Note
Hier sollten alle Punkte die gleichen Fehler enthalten, durch verzögerung z.b. Deswegen würde es hier reichen, nur den Standardfehler einzuzeichnen. 
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10 Anhang
Tabellen:

¢o[?] Tls] (T)[s] or u(t)

2,5 1,12 0,904 0,15261553  0,167903246
2,5 0,737

2,5 0,804

2,5 0,869

2,5 0,99

5 0,79  0,8268 0,117259115 0,136563904
5 1,024

5 0,723

5 0,764

5 0,833

7.5 0,796 0,7568 0,046617593 0,084102319
7.5 0,742

7.5 0,788

7.5 0,776

7.5 0,682

10 0,673 0,725  0,08552485  0,110519229
10 0,728

10 0,795

10 0,818

10 0,611

12,5 0,679 0,6438 0,099250693 0,12145246
12,5 0,56

12,5 0,787

12,5 0,652

12,5 0,541

15 0,587 0,572  0,074959989 0,102562176
15 0,523

15 0,533

15 0,697

15 0,52

17,5 0,47  0,5188 0,038964086 0,080113669
17,5 0,515

17,5 0,501

17,5 0,575

17,5 0,533

20 0,496 0,4786 0,012798437 0,071160382
20 0,48

20 0,48

20 0,46

20 0,477

22,5 0,497 0,4634 0,040153456 0,080698823
22,5 0,459

22,5 0,402

22,5 0,502
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22,5
25
25
25
25
25
27,5
27,5
275
27,5
27,5
30
30
30
30
30
32,5
32,5
32,5
32,5
32,5
35
35
35
35
35
37,5
37,5
37,5
37,5
37,5
40
40
40
40
40
42,5
42,5
42,5
42,5
42,5
45
45
45
45
45

0,457
0,456
0,438
0,4
0,5
0,431
0,423
0,43
0,425
0,506
0,42
0,376
0,469
0,474
0,378
0,401
0,43
0,411
0,33
0,422
0,453
0,411
0,323
0,335
0,375
0,363
0,285
0,31
0,307
0,438
0,314
0,276
0,313
0,312
0,296
0,321
0,3
0,242
0,223
0,281
0,293
0,293
0,299
0,285
0,288
0,298

0,445

0,4408

0,4196

0,4092

0,3614

0,3308

0,3036

0,2678

0,2926

0,036796739

0,036629223

0,048417972

0,046879633

0,034710229

0,060972945

0,017896927

0,03361101

0,006107373

0,079082236

0,07900443

0,085113454

0,084247849

0,07813322

0,092831568

0,072251644

0,077651143

0,070265923

Tab. 1: Messwerte Besen L = 106, lcm
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o] Tlsl (D)s] or u(t)

2,5 1,143 1,181 0,099571582 0,121714831
2,5 1,125

2,5 1,067

25 1,27

25 1,3

5 0,945 0,9608 0,069506834 0,098646845
5 0,917

5 0,878

5 1,023

5 1,041

7.5 0,906 09516 0,075291434 0,102804669
7.5 0,954

7.5 0,854

7,5 1,046

7,5 0,998

10 0,852 0,89 0,044648628 0,083027104
10 0,858

10 0,914

10 0,957

10 0,869

12,5 0,778 0,7414 0,045313353 0,08338645
12,5 0,663

12,5 0,747

12,5 0,755

12,5 0,764

15 0,715 0,7254 0,04272353  0,082007926
15 0,801

15 0,7

15 0,71

15 0,701

17,5 0,714 0,6924 0,03429723  0,077950625
17,5 0,702

17,5 0,731

17,5 0,668

17,5 0,647

20 0,649 0,6524 0,01906043  0,072548604
20 0,67

20 0,638

20 0,674

20 0,631

22,5 0,619 0,6034 0,028342548 0,075520196
225 0,61

22,5 0,592

22,5 0,561

22,5 0,635

25 0,558 0,6078 0,049796586 0,08590518
25 0,6

11
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25
25
25
27,5
27,5
275
27,5
27,5
30
30
30
30
30
32,5
32,5
32,5
32,5
32,5
35
35
35
35
35
37,5
37,5
37,5
37,5
37,5
40
40
40
40
40
42,5
42,5
42,5
42,5
42,5
45
45
45
45
45

0,571
0,683
0,627
0,543
0,61

0,548
0,56

0,559
0,554
0,572
0,592
0,562
0,578
0,507
0,592
0,538
0,476
0,488
0,453
0,472
0,525
0,433
0,412
0,438
0,418
0,507
0,494
0,49

0,515
0,451
0,432
0,431
0,43

0,322
0,327
0,32

0,338
0,323
0,204
0,347
0,365
0,333
0,356

0,564

0,5716

0,5202

0,459

0,4694

0,4518

0,326

0,339

0,026711421

0,014656057

0,046467193

0,043145104

0,038958953

0,036382688

0,00717635

0,027793884

0,074923294

0,07151783

0,084019045

0,082228341

0,080111173

0,07889043

0,070366896

0,075316001

Tab. 2: Messwerte Besen L = 140, 3cm
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Alm?*] Ts]

(T)][s]

ar

u(t)

0 0,597
0,565
0,611
0,63
0,557
0,0625 0,625
0,648
0,655
0,597
0,625
0,125 0,618
0,627
0,717
0,684
0,676
0,1875 0,719
0,727
0,653
0,687
0,715
0,25 0,716
0,601
0,726
0,745
0,722

0,592

0,63

0,6644

0,7002

0,72

0,030757113

0,022847319

0,041343682

0,030384206

0,019506409

0,076459139

0,073634231

0,081297601

0,076309895

0,072667049

Tab. 3: Messwerte zur Fallzeit des Besenstiels bei Variation der Reibungsfléiche

Material:

Scholz, R. (2020). Der kippende Besenstiel. Leibniz Universitit Hannover.
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